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UVOD

1 UVOD

Matematické a numerické modelovanie roznych fyzikalnych dejov a procesov je dole-
zita sucast kazdého technického oboru. Nie je tomu inak ani v pripade tribologie,
ktora je veda zaoberajuca sa trenim, opotrebenim a mazanim. Medzi rezimy ma-
zania sa zaraduje aj elastohydrodynamické mazanie, ktoré je charakteristické pre
nekonformné povrchy. Pre tento rezim mazania su typické vysoké zatazenia, pruzné
deformacie kontaktnych telies a tlakovo-viskozné spravanie maziva.

Deje prebiehajice sa v EHD mazanych kontaktoch je mozné popisat matematic-
kym modelom. V roku 1886 odvodil Reynolds [1| z Navier-Stokesovych rovnic po-
hybu kvapaliny a z rovnice kontinuity za predpokladu, ze plati Newtonov zakon pre
viskozné kvapaliny, tzv. Reynoldsova rovnicu, ktora popisuje tok maziva v klinovej
medzere. Martin [2] a Giimbel [3] aplikovali Reynoldsovii rovnicu pre nekonformné
povrchy. Pri uvazovani nekonformnych povrchov, nie je mozné zanedbat elastické de-
forméacie dotykajucich sa telies. Grubin [4] bral do tivahy vo svojej praci z roku 1949
aj tieto deformacie v kontakte a tlakovo-viskozné spravanie maziva. Petrusevich [5]
v roku 1951 potvrdzoval spravnost zakladnych Grubinovych predpokladov, publiko-
val prvé analyticko-numerické riesenie, v ktorom ukazal vyskyt druhého tlakového
maxima v kontaktnej oblasti. Stustava rovnic popisujicich EHD mazanie tvori zlo-
zity matematicky problém, ktorého analytické riesenie je mozné len so zédsadnymi
zjednodusSeniami. Preto je nutné riesit problém numericky.

Na konci 50-tych rokov minulého storocia sa objavili prvé kompletné numerické
rieSenia modelu EHD mazania s idedlne hladkym povrchom a za predpokladu new-
tonského spravania maziva v kontakte. Najprv boli publikované rieSenia pre priam-
kovy styk (t.j. jednorozmerny pripad), a potom neskorsie aj pre bodovy styk (t.j.
dvojrozmerny pripad). Napriek tomu, Ze tieto studie podéavali dostatoéne presné
vysledky, pouzité numerické metdédy mali viacero nevyhod, ako napr. pomala kon-
vergencia alebo vypo¢tova naro¢nost. Simulécie boli obmedzené aj malym rozliSenim
vypoctovej oblasti, t.j. po¢tom uzlovych bodov v diskretizovanej oblasti. Dalsf roz-
voj vypoctovej techniky umoznil riesit aj zlozitejsie modely, ktoré viac odpovedali
skutoénym prevadzkovym podmienkdm v strojovych suciastkach. V stcastnosti je
k dispozicii Siroky vyber roznych numerickych metéd, ktorymi je mozné predikovat
EHD javy a zaroven porovnavat vysledky simulacii s vysledkami experimentalnych
merani. Medzi zakladné parametre, ktoré sa modeluju simulaciami, patria tlak v ma-
zacej vrstve (tlakovy profil a maximalna hodnota tlaku), a hribka mazacieho filmu
v kontaktnej oblasti (minimélna hrubka, a hribka v strede kontaktnej oblasti).

Napriek tomu, ze vysledky simulécii a experimentov boli v dobrej zhode, nie
je mozné zanedbat fakt, Ze modely vo vypoc¢toch boli vo velkej miere idealizované
(napr. hladké povrchy). Elastohydrodynamicky mazané reélne suciastky, ako ozu-
bené kolesa, valivé loziskd a mnohé iné, maji nehladké povrchy. Maziva sa nemozu
jednoznacne oznacit za newtonské, a nemozu sa zanedbavat ani napr. termélne javy.
V stcastnosti st numerické modely uz ovela realistickejsie, nez tie z doby prvych
publikécii. Simulécie sa zameraju na povrchové nerovnosti, termélne javy, reologiu
maziv, trenie a mnohé iné [6]. Tieto teoretické préace st vo viacésine pripadov spojené
s experimentmi, alebo nadvidzuji na nich.

Pojednanie sa zaCina vymedzenim rieSenej problematiky, potom nasleduje prehlad
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sucasneho stavu a zhodnotenie poznatkov ziskanych na zaklade reserse. Druhé po-
lovina préace obsahuje definiciu cielov dizerta¢nej prace a navrh sposobu jej riesenia.
Pojednanie koné¢i popisom sti¢asného stavu rieSenia dizerta¢nej prace.
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2 VYMEDZENIE RIESENEJ PROBLEMATIKY
A PREDBEZNEHO CIELA DIZERTACNEJ
PRACE

Rychly rozvoj vypoctovej techniky poslednych desatro¢i umoznuje vedcom studo-
vat problémy EHD mazania stale dokladnejsie. Zatial ¢o prvé prace, zaoberajice sa
numerickymi modelmi, sustredovali sa na skimanie zékladnych parametrov EHD
mazania (t.j. tlak a hrabka mazacieho filmu), dnes je mozné sledovat aj ovela zlozi-
tejsie procesy. V prvych modeloch boli zahrnuté rézne zjednodusujuce predpoklady,
medzi ktoré patria napr. hladké povrchy alebo newtonské chovanie maziva. Vdaka
rychlemu vyvoju numerickych metod a simulacii nie je nutné dodrzovat vsetky tieto
predpoklady. Vacsina algoritmov je uz dostatocne presné, rychla a stabilné, a tento
fakt umoznuje zahrnut do vypoctovych modelov aj rozne javy, ako vplyv reologie
maziv, nehladkych povrchov, teploty, atd.

V rade strojovych suciastok, pre ktorych je typické EHD mazanie (ozubené ko-
lesa, valivé loziska, atd.), sa v dosledku zvySovania ich vykonu a Zivotnosti neustale
klesé hrubka mazacej vrstvy. Hriibka mazacej vrstvy je na takej arovni, Ze je nutné
uvazovat vplyv povrchovej topografie na parametre EHD mazaného kontaktu [8].
Vyznam povrchovych nerovnosti, ktoré sa elasticky deformuji vo vnitri kontkatu,
nemozno zanedbat, preto rada experimentélnych aj numerickych prac venuje pozor-
nost prave tejto problematike.

7 numerického hladiska, je mozné modelovat nehladké povrchy dvomi sposobmi:
s uvazovanim realnych alebo modelovych nerovnosti. Existuje rada prac, ktoré sa
zaoberaju s touto problematikou a skumaju vplyv nerovnosti na parametre EHD
mazania. V pripade modelovych nerovnosti si jeden alebo oba z kontaktnych povr-
chov modifikované. Prikladom modelovej nerovnosti moze byt vtisk cudzej castice
alebo pozdlzna, prie¢na alebo $ikma harmonicka nerovnost (vlnitost). Této vIni-
tost je matematicky popisand harmonickou funckiou. V poslednej dobe, teoretické
aj experimentéalne préce boli zamerané na Stidium spravania harmonickych povr-
chovych nerovnosti pri prechodu vysoko zatazovanou oblastou EHD kontaktu [52].
Vo viacerych préacach je skiimané chovanie nerovnosti vo vnutri EHD kontaktu pre
podmienky ¢istého valenia, aj ¢iastocného preklzu. Z teoretickych rieseni si zasluzia
pozornost dva pristupy: tiplne numerické riesenie pomocou viacvrstvovej metody [46]
a Hookova analyza perturbéacii [49], ktord umoziuje previest problém vysoko zata-
zovaného priamkového kontaktu na linedrne rieSenie ustéleného stavu [52]. Medzi
vyznamé teoretické prace patria napr. [46] - [51], v ktorych bolo sktimané chovanie
nerovnosti vo vnutri EHD kontaktu pre podmienky c¢istého valenia, aj ¢iasto¢ného
preklzu. V pripade valenia s ¢iastoénym preklzom bolo zistené, Ze na toto chova-
nie ma vyznamny vplyv aj reologia maziv (z dovodu odlisnych rychlosti povrchov).
V désledku tohto zistenia bolo do vypoctového modelu zahrnuté aj nenewtonské
chovanie maziva, a to bud pomocou Eyringovho modelu, alebo pomocou modelu
medznej hodnoty Smykového napétia.

PredbeZnym cielom dizertacnej prace je vyvoj numerického nastroja, ktory bude
stabilny a presny, a pomocou ktorého bude mozné simulovat radu réznych EHD pro-
blémov. Avsak, toto zameranie je prili§ Siroké a pokryva prilis vela oblasti. To je

strana



VYMEDZENIE RIESENE.J PROBLEMATIKY A PREDBEZNEHO CIELA DIZERTACNE.J
PRACE

dovod, preco sa tento predbezny ciel dizertacnej prace bude dalej zuZovat a kon-
kretizovat na zaklade reserSe. Zaroven, novy, presnejsi ciel prace by mal zohladnit
aj zameranie pracoviska (Ustav Konstruovani, FSI VUT v Brné), pomocou ¢oho
bude mozné porovnavat teoretické vysledky simulécii s vysledkami experimentéal-
nych merani. Novo zadefinovany ciel prace zaroven vyzaduje aj navrh zmeny nazvu
dizertacnej prace.

strana

8



PREHLAD SUCASNEHO STAVU POZNANIA

3 PREHLAD SUCASNEHO STAVU POZNANIA

Cielom tejto kapitoly je podat uceleny prehlad o stcasnom stave v oblasti nume-
rickych simulacii v EHD mazanych kontaktoch. V prvej casti kapitoly je popisany
matematicky model EHD mazania. Druhé cast sa zaobera samotnymi numerickymi
metoédami a ich aplikaciou na roézne konkrétne deje v EHD.

3.1 Matematicky model

Pre popis EHD mazaného kontaktu medzi nekonformnymi povrchmi sa potrebné
nasledujuce rovnice: Reynoldsova rovnica, rovnica hrubky mazacieho filmu (tiez nie-
kedy nazyvana ako rovnica elastickych deforméacii) a rovnica silovej rovnovéhy. Dalej,
v modelu sa uvazuju aj vztahy vyjadrujice zavislost hustoty a viskozity na tlaku.

Reynoldsova rovnica

Reynoldsova rovnica je najdodlezitejSiou rovnicou modelu, popisuje tok maziva v
klinovej medzere za predpokladu newtonského spravania maziva. Je odvodend z
Navier-Stokesovych rovnic a z rovnice kontinuity, vonkajsie aj zotrvacéné sily sa za-
nedbavaju [1]. Tvar rovnice sa moze 1isit podl'a toho, ¢i ide o priamkovy alebo bodovy
styk, ¢i sa riesi stacionarny alebo prechodovy jav, ¢i sa uvazuje o newtonskom alebo
nenewtonskom mazive, atd. Dvojrozmerna, izotermalna a vSeobecne nestacionarna
Reynoldsova rovnica ma nasledujuci tvar:

9 <ph3 ap>+ 9 <ph8p> o Dloh) _0(ph)

(== =z _ — =0. 1
Ox \ 12n 0x Oy \ 12n 0y ox ot 0 (3:1)

Prvé dva ¢leny rovnice st tlakové ¢leny, tzv. Poiseuillove, ktoré popisuju viskézny tok
v dosledku tlakového spadu. Treti ¢len rovnice je klinovy ¢len, tzv. Couettov, ktory
popisuje tok v dosledku strednej rychlosti kontaktnych povrchov. Posledny, stvrty
¢len rovnice, je nestacionarny ¢len, ktory popisuje spravanie kvapaliny v dosledku
jej stlacenia.

Riesenim Reynoldosvej rovnice je priebeh tlaku v mazacej vrstve v danej oblasti
2, ktoré je ohrani¢ené Diricheltovymi okrajovymi podmienkami [7]. Tlak vo vrstve
maziva je kladny, ale je mozné, Ze rieSenim rovnice dostaneme zaporné hod-
noty tlaku, ¢o vSak z fyzikadlneho hladiska nie je mozné. Tento jav sa v literature
nazyva kavitaciou a preto sa zavedie kavitacna podmienka, ktora zabezpecuje, ze
tlak nenabudne zdporné hodnoty. Doplnenim rovnice o kaviaténu podmienku
dostaneme komplementérny problém:

9 (ph® dp 9 ( ph?® op d(ph) 0J(ph)
% (1277%> + 87y (may —Uu - =0 (%yat) S Ql (32>

ox ot

p(il?,y,t) Z 0 (l’,y,t) € QZ (33)

Riesenim rovnice (3.2) bude v oblasti £2; rozloZenie tlaku, a v oblasti 2, bude platit
kavitatnad podmienka ([6.3)) a hodnota tlaku bude nulova. Hranica medzi tymito

strana

9



PREHLAD SUCASNEHO STAVU POZNANIA

Q i m
(@
- /
2 g
vstupni oblast vystupni oblast
Yo
Xy s

Obr. 3.1 Znézornenie vypoctovej oblasti rieSenia 2 s vyznacenim kruhovej kontaktnej oblasti a
pribliznej hranice typickych podoblasti platnosti Reynoldsovej rovnice a kavitacénej podmienky [8].

dvomi oblastmi sa neda urcit dopredu, jej presnt polohu dostaneme v priebehu
rieSenia. Obrazok ({3.1)) ukazuje vypo¢tovi oblast spolo¢ne s hranicou kavitacie. Na
okrajoch vypoctovej oblasti budi platit nulové okrajové podmienky:.

Zavislost viskozity od zmeny tlaku

Najcastejsie sa pouziva Barusov vztah [9]

n(p) = noexp (ap), (3.4)

kde 79 je dynamicka viskozita pri atmosférickom tlaku a « je tlakovy koeficient
viskozity pre dani teplotu a druh mazacieho oleja. Barusov vztah je platny
pre tlaky do hodnoty 0.1 GPa [I0].

Roelands [I1] navrhol uz pomerne zlozitejsi vztah, ktory je platny pre hodnoty
tlaku do 1 GPa:

n (p) = no exp <(ln (no) + 9.67) <—1 + (1 + p£> )) : (3.5)
0
kde z je tlakovo-viskozny index, jej hodnota je typicky 0,6 [7]. Parametre z, 9 a «
st navzajom zavislé [10].
Zavislost hustoty od zmeny tlaku

Kvoli vysokym tlakom posobiacich v EHD kontakte, nemézeme zanedbéavat vplyv
stlacitelnosti maziva. Dowson a Higginson [12] navrhli nasledujuci vztah pre zéavis-
lost hustoty maziva na tlaku:

5.9-10% + 1.34p
5.9-108 +p

p(p) = po (3.6)

kde pg je hustota pri atmosférickom tlaku.
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Rovnica hriabky mazacieho filmu

Ako uz bolo konstatované v iivode, charakteristickym rysom EHD problému su elas-
tické deformaécie kontaktnych telies. Zmena vychodiskového tvaru kontaktnych telies
v dosledku tychto elastickych deformécii predstavuje stucasne zmenu tvaru kanélu,
ktorym mazivo pradi [§]. Dochadza tak rovno k modifikacii tvaru a hrabky mazace;
vrstvy medzi obomi kontaktnymi telesami. Tvar rovnice pre nestacionarne rieSenie
je nasledujuci

2

S N N

Rovnica silovej rovnovahy

Rovnica silovej rovnovahy hovori, Ze vonkajsie zatazovanie w je v rovnovahe so silo-
vou vyslednicou tlaku v mazacej vrstve v celej oblasti riesenia. Tato rovnica posobi v
numerickom rieSeni ako kontrolna rovnica pre hodnoty tlaku aj hribky. Pre bodovy
kontakt ma nasledujuci tvar:

w—/ / (2, y") da'dy’. (3.8)

Bezrozmerné rovnice

Hodnoty tlaku aj hrubky st velmi odlisné v SI jednotkach, hodnoty tlaku dosa-
huju radovo az GPa a hodnoty hribky st v um. Aby ich hodnoty v numerickych
simulaciach boli porovnatelné, zaviedli sa bezrozmerné veli¢iny:

e priestorové bezrozmerné veli¢iny namiesto stradnic x a y

x=2 a4 yv=Y
a

a

e bezrozmerné velic¢iny tlaku, resp. hribky mazacej vrstvy namiesto p, resp. h

P=—— a H=
Pn a?

e bezrozmerné veli¢iny ¢asu, hustoty a viskozity namiesto ¢, p a n

Ut __p __n

T = ) pP=— a n=—

@ Po "o
Zavedenim tychto parametrov a nasledne dalgich substitucii sa matematicky model
EHD mazania znac¢ne ,,zjednodusi*. Bezrozmerna ststava rovnic modelu je uvedené

v prilohe A.

Bezrozmerné parametre

7 dovodu zjednodusenia a zniZzenia poc¢tu nezavislych parametrov charakterizujice
EHD mazanie, Hamrock a Dowson [13] a Moes a Bosma [14] zaviedli sadu bezroz-
mernych parametrov. V prvom pripade [I3] autori definovali tri parametre EHD
mazania a to néasledujuce:
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e bezrozmerny parameter zatazenia

W = 3.9
e (39)
e bezrozmerny parameter rychlosti
ToUm
U= 3.10
E/ Rz ( )
e bezrozmerny parameter materialu
G =aF (3.11)

Moesove bezrozmerné parametre sii najmensou mnozinou parametrov popisujice
EHD problém
e bezrozmerny parameter zatazenia

T
E'R2\F'R,

e bezrozmerny parameter materialu

’ noum i
M= oF
@ <E’Rx>

Tieto parametre sluzia pre lepsiu porovnatelnost vysledkov teoretickych prac roz-
nych autorov.

Diskretizacia rovnic

Pre riesenie modelu numerickou metédou je potreba previest rovnice - 70
spojitého tvaru na diskrétny tvar. Oblast rieSenia €2 bude rozdeleny rovnomerne v
oboch smeroch x a y. Velkost kroku zavisi na zvolenom pocte uzlovych bodoch n a
je definované ako h = 1/n. Va¢sina numerickych metod aplikuje na rovnice -
diskretiza¢ni schému koneénych diferencii [34].

3.2 Numerické metody

Problém EHD mazania predstavuje zlozity matematicky model, kde rovnice su di-
ferencialneho a integro-diferencialneho charakteru. Analytické riesenia
st mozné len za predpokladu zasadnych zjednoduSeni, preto je potreba pouzivat
numerické metody.

Na konci 50-tych rokov minulého storocia, s rozsirenim vypoctovej techniky, boli
prezentované prvé uplne numerické rieSenia. Obecne, tieto modely riesili tri rovnice:
Reynoldsovi rovnicu, rovnicu elastickych deformacii (t.j. rovnicu hriabky maziva),
a rovnicu silovej rovnovahy. RieSenia pre tlak a hribku musia splhovat vetky tri
spominané rovnice. Na zaklade sposobu rieSenia Reynoldsovej rovnice sa numerické
algoritmy rozdeluji na dve skupiny:
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o (MPa)
o fum)

-30 -20 -10 0 10 20 30
X (mm)

Obr. 3.2 Rozlozenie tlaku v mazacej vrstve a jej hribka v priamkovom kontakte pri rychlosti 0,98
m/s a zatazovani pre Hertzov tlak a) 77,5 MPa, b) 150 MPa, ¢) 300 MPa a d) 450 MPa podla
Dowsona a Higginsona [I8].

e priame metody,

e inverzné metody.

V pripade oboch metod, sa hodnoty elastickych deformacii urc¢ia z rovnice hribky
(3.7) pre dany odhad tlaku. Rovnica silovej rovnovahy sluzi na overenie sprav-
nosti vypoctov.

Medzi priame metdédy aplikovanych v EHD patria Gauss-Seidelova (G-S) ite-
racnd metoda alebo Newton-Raphsonova (N-R) metoda. U G-S iteracnej metody
plati, Ze tlak je urceny z Reynoldsovej rovnice za dant aproximaciu deformacii. Po
niekol'kych iteraciach sa prepocita hodnota deforméacie, a algoritmus je ukonceny
v pripade, ze vSetky rovnice - st platné pre aktualne hodnoty tlaku a
hriabky. G-S iterdciu pouzili Hamrock s Dowsonom [13] pre riesenie bodového kon-
taktu, neskorsie aj Chittenden [I5]. Hamrock a Jacobson [16] ju pouzili na simulaciu
priamkového kontaktu. Nevyhodou G-S metody je jej pomald konvergencia, a pre
pocet uzlovych bodov n je vypoctova zloZitost O(n) operacii, navyse pre vypocet
elastickych deformacii st potrebné dalsie O(n?) operacie, ¢o celkovo zvysuje vy-
poctovii naro¢nost az na O(n?). Tento fakt sposobi velmi vysoké vypoctové casy.
Dalsou nevyhodou je, ze algoritmus nie je stabilny pre kontakty s vysokou hodnotou
zatazenia. Vyhodou metody st malé ndklady na pamét a priamociara implementacia
modelu.

Hamrock a Dowson [13] vyuzivali vo svojich vypoctoch pre popis kontaktu bez-
rozmerné parametre - (3.11)). Pre 34 roznych kombinacii tychto vstupnych
parametrov odvodili aporximac¢né bezrozmerné vztahy pre minimélnu a centralnu
hribku mazacieho filmu v kontakte [I3], tieto vztahy sa pouZivaju aj v sucastnosti.

Ako prvy, N-R metodu pouzival Okamura [17]. Algoritmus riesi stistavu rovnic,
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i .
200 -100 o 100 200

Obr. 3.3 RozloZenie hrubky mazacej vrstvy a tlaku v EHD bodovom kontakte pre zatazenie 22,2
N a rychlost valenia 0,33 m/s podla Rangera [20].

kde hodnoty derivacii jednotlivych rovnic st ulozené do Jakobiho matice a nasledne,
inverzna Jakobiho matica je invertovana a pouzita pre vypocet novej aproximacie.
Prednostou tejto metody je, ze s dobrou pociatoénou aproximéciou je velmi rychla
a konverguje v priebehu niekolkych iteracii. N-R metdéda sa pouziva predovsetkym
pre priamkovy kontakt. V [I0] zhrnul Lubrecht jej zavazné nevyhody, v dosledku
¢oho je pouzitie tejto metody velmi obmedzena. Medzi nevyhody patria napr., Ze
Jakobiho matica vdaka elastickym deforméciam mé takmer vSetky ¢leny nenulové,
¢o posobi vyrazné problémy pri vypoctu jej inverzného tvaru. Navyse, celkova vypo-
¢tova zlozitost je tiez O(n?) a pri vyssich hodnotach zataZenia je Jakobiho matica
takmer singulérna.

Houpert a Hamrock [22] predlozili rieSenie priamkového kontaktu bez ohladu na
velkost zatazenia. Pomocou ich algoritmu, ktory bol vytvoreny na zéklade Okamu-
rovej prace [17], bolo moZné studovat kontaktné parametre aj pre vyssie tlaky. Ich
praca priniesla aj nové poznatky: presnejsie vysledky dokumentujtce lokalny maxi-
mum tlaku blizko k vystupnej oblasti kontaktu a s nim stvisiace lokalne zniZenie
hrabky maziva.

U inverznych metoédach Reynoldsova rovnica sa pouziva pre vypocet hriibky ma-
zacieho filmu s aproximéaciou hodnoty tlaku. V roku 1959 vyvinuli ako prvi Dowson a
Higginson [I8] algoritmus pre rieSenie priamkového kontaktu s touto met6dou. Pod-
stata metody je, Zze v ramci vypoctov sa porovnavajui hodnoty hribky vypocitané
z Reynoldsovej rovnice a z rovnice elastickej deforméacie. Tento proces sa zopakuje
do okamziku splnenia konvergenc¢ného kritéria. Autori vypocitali hribku pre rozne
prevadzkové podmienky EHD a z vysledkov potom odvodili vztah pre minimalnu
hribku maziva. Ich predpoklady boli potvrdené Crookom v roku 1961 [19]. Dowso-
nove vypocty boli zamerané na malé zatazenia. Na zaklade ich préce rozsiril Evans
[21] metodu aj na bodovy kontakt. Inverzni metodu pouzival tiez Ranger [20] v
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roku 1974. Inverzné metoda nepozaduje vela pocitacovej paméti a implementécia
kavitacnej podmienky u tejto metody je jednoduché. Vypoctova naro¢nost inverznej
metody je tiez O(n?), naviac metoéda pozaduje dobry pociatoény odhad rieSenia.

Stucasne s tedriou boli publikované aj experimentélne vysledky, ktoré v pripade
malych zatazeni potvrdzovali spravnost numerickych vypoctov. Na druhej strane,
pre vyssie tlaky bol pritomny mierny nesilad medzi vysledkami [§].

3.2.1 Viacvrstvova metdéda a viacurovinova viacnasobn inte-
gracia

V prechadzajucej casti boli diskutované poc¢iatoéné metody rieSeni, ktoré vSak pre
rozné prevadzkové podmienky a zvySujicu sa narocnost, ¢asom uz neboli viac do-
stacujice. Vypoctova zlozitost metdod obmedzil zvysenie po¢tu uzlovych bodov vo
vypoctovej oblasti. Na konci 80-tych rokov publikoval Lubrecht svoju pracu [10],
kde pre simulacie EHD javov aplikoval tzv. viacvrstvovi metodu (multigrid method
- MG). Jej vyhodou oproti klasickym metdédam je rychlost konvergencie a znizena
vypoctova naroc¢nost. Metoda je zakladana na Gauss-Seidelovej iterdcii a pouziva
viacero vypoctovych sieti, ktoré zabezpecia zrychlenie konvergencie.

Algoritmus pre dve vypoctové siete vypada nasledujtico: pociatocné rieSenie sa
zaCiné na jemnej sieti (Cize na sieti s va¢Sim poc¢tom uzlovych bodov n), a ked sa
rychlost konvergencie spomali, vypocet sa prestiva na hrubu siet (pocet uzlovych
bodov na hrubej sieti je N = n/2 [7]). Tu, na hrubej sieti, sa uz neriesi pévodny
problém, ale relaxuju rezidué z jemnej siete, ich pociatoény odhad bude hodnota
z jemnej sieti. Ked potom aproximacia rezidui na hrubej sieti dosiahne predpisanu
presnost, vypocet sa vrati na jemnu siet, kde povodna aproximacia problému je
korigovana rieSenim z hrubej siete.

Prechod medzi jednotlivymi jemnymi a hrubymi sietami sa realizuje pomocou
operatorov restrikcie a interpolécie. V pripade, Ze rieSeny problém je komplikovany,
je nutné pouzivat viacero sieti. Na zaklade toho, ¢ ide o linearny, resp. nelinearny
problém, pouzivame rozne schémy: pre lineany problém sa pouziva tzv. ,correction
scheme® a pre nelinearny problém tzv. ,full approximation scheme®. Rozdiel v
tychto dvoch schémach spociva v odlisnom zaobchédzani s pravymi stranami rie-
senych rovnic. Obrazok znazorhuje priebeh metody.

— [
restriction ®
(—D transfer of residual f \ /

®

interpolation @ correct the
\ approximation
initial approximation !

The full multigrid (FMG) scheme - Goodyer (2001)

Obr. 3.4 Schéma viacvrstvovej metody.
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Lubrecht pouzival tato metédu na simulacie EHD problémov pre malo zatazo-
vané kontakty s hladkym povrchom [10]. S dalsim rozvojom metody prisiel Venner
[23], ked doplnil metodu o viactiroviiovi viacnasobnu integraciu (multi-level multi-
integration - MLMI) elastickych deformacii v rovnici , ¢o spoOsobilo zrychlenie
vypoctov, predovSetkym vypocet integralov v rovnici hribky. Celkova vypoctova na-
ro¢nost kombinovanej viacvrstvovej metody s viacnasobnou integraciou je O(nlnn).
Tento fakt umoznuje zvysit pocet uzlovych bodov n. Viac o tejto metode je mozné
najst v [10], [23] a [7].

Viacvrstvova metoda je velmi efektivna, a preto je velmi rozsirené v simulaciach
EHD dejov. V literature je mozné najst rozné priklady jej pouzitia.

e VENNER, C.H. and ten NAPEL, W.E.

Multilevel solution of the elastohydrodynamically lubricated circular contact pro-
blem. Part I: theory and numerical algorithm.
Wear, 1992, vol. 152, p. 351-367. [31]

e VENNER, C.H. and ten NAPEL, W.E.

Multilevel solution of the elastohydrodynamically lubricated circular contact pro-
blem. Part II: smooth surface results.
Wear, 1992, vol. 152, p. 369-381. [32]

Tato praca patri medzi prvé, v ktorych sa modeluje EHD mazany kontakt MG meto6-
dou v kombinéacii s MLMI. V prvej ¢asti je podrobny popis numerického algoritmu,
a druha ¢ast obsahuje vysledky simulacii. Autori prezentovali vysledky pre kruhovy
kontakt s hladkym povrchom. Vypoc¢tova naro¢nost MG metody je O(nlnn), ¢o
umoznilo pouzitie velmi jemnej vypoctovej siete, s po¢tom uzlovych bodov radovo
az O(10°). V druhej ¢asti [32] boli prezentované vysledky pre rozne hodnoty Mo-
esovych parametrov M a L. Autori skimali vplyv tychto parametrov na tlak a na
hodnoty centralnej a minimalnej hribky mazacieho filmu, a odvodili vztah pre cen-
tralnu hrubku maziva.

e VENNER, C.H.

Higher-Order Multilevel Solvers for the EHL Line and Point Contact Problem.
Journal of Tribology, 1994, vol. 116, p. 741-750. [33]

V dalsej praci prezentoval Venner rozSireny viacvrstvovy algoritmus. Autor defi-
noval testovaci kritérium, pomocou ktorého sa da urc¢it presnost pouzitej diskreti-
zacnej schémy. Venner testuje uz existujici numericky algoritmus, a pre priamkovy
aj bodovy kontakt navrhuje novia diskretizacni schému druhého réadu. Tieto nové
schémy st nutné v pripade prechodovych dejov. Na obréazku [3.6] je ukazka bezroz-
mernych hriubok maziva pre diskretizaénu schému prvého radu (vlavo) a druhého
radu (vpravo).
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Fig. 8. Calculated values of the dimensionless minimum film thickness parameter Hy,;, (*) as a
function of M and L. The drawn lines give the predictions of egns. (2) and (7) respectively.

Obr. 3.5 Vysledky bezrozmernej miniméalnej hribky mazacieho filmu ako funkcia parametrov M

a L [32)].

Fig. 16 Circular contact, M= 1000, L = 10: Contour plot of the dimen-
sionless film thickness H obtained with the first-order solver (left) and
the second-order solver (right). A=1.5 107

Obr. 3.6 Porovnanie bezrozmernej hribky maziva H pri pouziti réznych numerickych algoritmov:
diskretiza¢na schéma prvého radu (vlavo), a diskretizacna schéma druhého radu (vpravo) [33].

Postupom ¢asu bola viacvrstvova metoda aplikovand na radu dalsich zloZitejsich
EHD problémov. Velké mnoZstvo prac roznych zamerani bolo publikovano, predo-
vSetkym pre povrchy s nerovnostiami, pre zmieSané mazanie, a pre nenewtonské
maziva a mnohé iné.

3.2.2 Metboda zdruzZenych gradientov

Metoda zdruzenych gradientov riesi systém linedrnych algebraickych rovnic, kde
matica systému je symetricka a pozitivne definitna [34]. Tato metoda sa pouZiva pre
minimalizdciu roéznych problémov. Jedna z najdolezitejsich publikacii, kde autori
aplikovali tato metdédu na EHD problém, je nasledujica.
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e POLONSKY, I.A., KEER, L.M.

A numerical method for solving rough contact problems based on the multi-level
multi-summation and conjugate gradient techniques.

Wear, 1999, vol. 231, p. 206-219. [37]

Autori pouzili v tejto préaci viacvrstvova metodu, a G-S iteraciu [7] nahradili me-
todou zdruzenych gradientov. Rovnice rieSeného modelu musia byt v tvare rovnosti
a nerovnosti (rovnice (5a)-(5e) v [37]). Vysledky ukézali, Ze metoda konverguje aj
pre modely s povrchovymi nerovnostiami, kde pocet uzlovych bodov v diskretizo-
vanej oblasti je n ~ 10° — 10°%. Obrazok ukazuje rozlozenie tlaku vypocitaného
pomocou metdédy zdruzenych gradientov. Na obrazku [3.8| je vidiet linedrnu zavislost
vypoctového ¢asu na poctu uzlovych bodov vo vypoctovej oblasti.

i ‘P “" JM «‘, !
i ’ l“ ‘ uﬁ'l\’\\
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Obr. 3.7 RozloZenie tlaku v kontakte s nehladkym povrchom, velkost vypoctovej oblasti : 121 x
103 uzlovych bodov. MG metdda v kombinécii s metodou zdruzenych gradientov bola pouzita [37].
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Obr. 3.8 Vypoctovy ¢as T vs. pocet uzlovych bodov N pre rézne modely s nehladkym povrchom

1.
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3.2.3 Rychla Fourierova transformacia

Rychla Fourierova transformacia (Fast Fourier Transform - FFT) je velmi efek-
tivny néstroj, ktory slazi pre zrychlenie vypoctov. Mnohi autori (napr. [35], [45])
pouzili tuto metoédu v kombinécii s MG metoédou, aby zrychlili vypocet elastickych
deformécii.

e HU, Y.Z., BARBER, G.C., ZHU, D., Al X.

A study on an FFT-based approach for fast estimation of pressure distribution in
point EHL contacts of rough surfaces.
Tribology Transactions, 2001, vol. 44, p. 59-59. [36]

Rychla Fourierova transformacia je aplikované v praci na vypocet tlaku v bodovom
kontakte s povrchovymi nerovnostiami. Tieto nerovnosti st popisané v modelu sinu-
sovymi funkciami. FF'T znac¢ne znizuje vypoctovy ¢as. Pre niektoré typy nerovnosti
vysledky ukazuja dobrt zhodu s vysledkami numerickych simulacii s viacsietovou
metodou [35]. Na druhej strane, autori upozoriujiu na nedostatky algoritmu: spravne
vysledky priebehu tlaku obdrzali len vo smeru kolmom na nerovnost.

3.2.4 Diferencidlno-deformac¢ni metoda

V [29] Evans a Hughes prezentovali novt diferencilano-deformac¢ni metodu (diffe-
rential deflection method - DDM) pre efektivny vypocet elastickych deformécii v
kontakte. Tto metodu zahrnuli do svojich vypoctov neskorsie aj Holmes a kol. [28],
[27], ktori pomocou tejto metody skiimali nestacionarne deje v bodovom kontakte.

e HOLMES, M.J.A. et. al.

Transient Elastohydrodynamic Point Contact Analysis Using a New Coupled Diffe-
rential Deflection Method. Part 1: Theory and Validation.
Journal of Engineering Tribology, 2003, vol.217, s. 289-303. [28§]

Podstata metody je, Ze sa stcasne rieSia Reynoldsova rovnica a rovnica deformacii.
Rovnica elastickych deformécii je charakteristicka tym, ze deformacia v kazdom bode
sa pocita ako vazend suma tlakov kazdého bodu diskretizovanej oblasti. RieSenie
tychto rovnic sucasne sposobi, Ze matica koeficientov elastickych deformaécii bude
plna. Tento problém méZe byt prekonany uzitim DDM met6dy, ktora eliminuje vel'ky
pocet nenulovych ¢lenov v matici koeficientov. Spravnost navrhnutej metédy overili
za rozne podmienky: stacionérne, aj prechodové deje. Pre porovnéavanie ziskanych
vysledkov vyuzili publikované prace inych autorov [33]. Autori tiez porovnavali vplyv
roznych typov diskretiza¢nych schém: kone¢nych diferencii a kone¢nych prvkov. Na
zaklade vysledkov konstatovali, Ze pre nehladky kontakt Crank-Nicolsonova ¢asové
diskretizacia a diskretizacia pomocou kone¢nych prvkov je najefektivnejsia.
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Obr. 3.9 Tlak a hrubka pre nehladky kontakt, Obr. 3.10 Tlak a hribka pre kontakt s nehlad-
diskretizéacia: centralne kone¢né diferencie, kym povrchom, pohybujica sa nerovnost,
5 roznych hodnot kroku h [28]. diskretizacia pomocou MKP [2§].

3.2.5 Metoda konecnych prvkov - Full system approach

Metody popisané v predchadzajtcej ¢asti kapitoly pouzivaja tzv. ,semi-approach*
pristup, ktory v priebehu numerického algoritmu riesi Reynoldsovi rovnicu a rov-
nicu hriubky zvlast, t.j. za dant aproximéciu hrubky sa poé¢ita tlak (priame metody),
alebo naopak, za dani aproximéciu tlaku sa po¢ita hrubka mazacej vrstvy (inverzné
metody). V tzv. ,full system® pristupu sa tieto rovnice riesia spolu v jednom ite-
racnom cyklu Newton-Raphsonovou metodou. Metdéda pouziva pritom diskretiza¢nu
schému metody kone¢nych prvkov (MKP).

e« HABCHI, W., EYHERAMENDY, D., VERGNE, P.,
MORALES-ESPEJEL, G.

A Full-System Approach of the Elastohydrodynamic Line/Point Contact Problem.
Journal of Tribology, 2008, vol. 130, p. 1-10. [20]

Autori porovnavali tri rozne slabé MKP formuléacie [34]: Galerkinovu, a dve Galer-
kinove v kombinacii s metodou vazenych rezidui (Galerkin Least Squares) (GLS-
SUPG, resp. GLS-SUPG + ID). Ich presné formulacie su v [26]. Tieto formulécie
ukazali rozne vlastnosti z hladiska stability rieSenia. Clenov na Tavej strane Reynold-
sovej rovnice sa dé rozdelit na diftizne a konvekéné. Galerkinova formulacia pracuje
dobre v pripade dominantnych diftiznych ¢lenov v Reynoldsovej rovnici, ale v pripade
dominantnych konvekénych ¢lenov (¢o je pripad pre vysoké zatazenia) vznikaja osci-
lacie. GLS-SUPG je stabilny pre priamkovy styk, ale pre bodovy kontakt je potreba
pouzit GLS-SUPG -+ ID formulaciu. Rozdiel medzi tymito dvemi formuléciami je v
pridan{ dalsich ¢lenov do schémy (t.j. ID - isotropické diftzivné ¢leny). Obrazok [3.11]
ilustruje rozdiel medzi popisanymi formuléciami. Vyhodou MKP je pouzitie nerov-
nomernej siete, na obrazku je priklad prave takej siete, ktora bola pouzivana
v [26]. Vypoctova siet je najjemnejsia v blizkosti kontaktu. Zakladom numerického
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Obr. 3.11 Kontaktny tlak s pouzitim réznych MKP formulacii: Galerkinova formulacia (vlavo),
Galerkinova formulacia v kombinacii s metédou najmensich Stvorcov a s upwind diskretizaciou
(stredny obrazok), a Galerkinova formuldcia v kombinacii s metodou najmensich $tvorcov a s
pridanymi difaznymi ¢lenmi (vpravo) [26].
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Obr. 3.12 Vypoctova siet z [26]. ach, atd.) [24].

algoritmu je rieSenie dvoch rovnic simultdnne: Reynoldsovej rovnice a rovnice elas-
tickych deformacii (rovnica (15) [26]). V semi-approach pristupu sa tu ale vyskytéa
problém s Jakobiho maticou stustavy rovnic. Tato matica ma prilis vela nenulovych
prvkov. To vsak neplati pre full-system pristup, kde Jakobiho matica uz bude riedka,
a tym sa znizi vypoctovy ¢as. Vypocet sa zac¢ina po¢iatocnou aproximéciou hodnoty
pribliZenia telies, a naslednym simultdnnym rieSenim uz zmienenych rovnic N-R me-
todou. Vysledok sa overi pouzitim podmienky silovej rovnovahy. V pripade, Ze tato
podmienka nie je splnené, nasleduje dalsia iteracia s novym odhadom pribliZenia
telies. Pre vypocet ststavy N-R metédou je potreba 5 az 20 iteracii, dostato¢ne
presny odhad pribliZenia telies sa da ziskat v 2 az 5 iteraciach, tzn. Ze celkovy pocet
iteréacii je od 10 do 100 iteracii. Zlozitost tejto metody priblizne odpoveda zlozitosti
MG metody, t.j. O(nlnn) v pripade bodového kontaktu, a ukazuje mierne lepsie
vysledky pre priamkovy kontakt (obr. (3.13)).

3.2.6 Computational fluid dynamics

Vyuzitie komeréného software-u CFD (computational fluid dynamics) v modelovani
EHD javov je pomerne ,nova“ zalezitost. Existuje len malo prac, v ktorych sa EHD
problém modeluje pomocou rovnic zachovavania hybnosti a rovnic kontinuity.
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e ALMQVIST,, T.; LARSSON, R.

The Navier-Stokes approach for thermal EHL line contact solution.
Tribology International, 2002, vol. 35, p. 163-170. [24]

Autori modeluju termalny priamkovy kontakt. Namiesto Reynoldsovej rovnice pou-
zivaju Navier-Stokesove (N-S) rovnice. V pripade termélneho problému, je potrebné
pridat aj rovnicu zachovania energie (rovnica (4) v [24]), ktora sa riesi simultanne
s N-S rovnicami. Tento typ simulacie umozni rozsirenie vypoctovej oblasti a tym aj
modelovanie toku maziva nielen v kontakte, ale aj mimo neho. Na druhej strane,
tato metoda osetruje kavitaénii podmienku inym sposobom: v CFD sa kavitacia za-
isti zmenou hustoty, t.j. v rovnici zachovania hmoty (rovnica (1) v [24]). Vysledky
ukézali, Ze pre priamkovy kontakt s hladkym povrchom je mozné pouzivat N-S rov-
nice pre tlak s maximalnou hodnotou do 0,7 GPa. Medzi nevyhody patria vysokéi
vypoc¢tova narocnost a mozny vyskyt singularity v tlakovych gradientoch v rovnici
hybnosti. Tato singularita je spésobena vysokou hodnotou Smykového napétia. Au-
tori tiez upozornuji na to, zZe zahrnutie nenewtonskych vlastnosti maziva do modelu
by mohlo zabranit vyskytu singularity.

¢ HARTINGER, M., DUMONT, M.L., IOANNIDES, S., GOSMAN, S.,
SPIKES, H.

CFD Modeling of a Thermal and Shear-Thinning Elastohydrodynamic Line Contact.
Journal of Tribology, 2008, vol.130, s. 0-0. [25]

V tejto praci sa modeluje tiez priamkovy kontakt, autori porovnavaji izotermalne a
termalne vysledky simulécii a skiimaju vplyv tlaku, teploty na viskozitu. Na obrazku
st porovnavané hodnoty tlaku a hribky mazacej vrstvy pre izotermalny, resp.
termalny pripad pri réznych hodnotach preklzu a viskozity.

3.3 Aplikadcia numerickych metod

V predchadzajicej ¢asti doraz bol kladeny na numerické met6dy modelu EHD ma-
zania. Z numerického hladiska tieto metody st uz velmi rozvinuté. Z popisu jed-
notlivych metod a ukézok prac réznych autorov plynie, Zze vacSina algoritmov je
uz dostato¢ne presna. Na rozdiel od prvych numerickych rieSeni, ked pomocou si-
mulacii boli sledované zakladné parametre EHD mazania, sa vypoc¢tové modely z
poslednych rokov snazia reflektovat realne procesy v kontaktoch.

V doésledku znizovania hribky mazacieho filmu v EHD kontaktoch pribuda na vy-
znamu vplyvu povrchovych nerovnosti. Néasleduje popis niektorych vybranych ¢lan-
kov teoretického charakteru z tejto oblasti.

e LUBRECHT, A.A., VENNER, C.H.

Elastohydrodynamic lubrication of rough surfaces.
Proc Instn Mech Engrs, Part J, 1999, vol. 213, p.397-404. [46]
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Obr. 3.14 Izotermélne a termalne vysledku tlaku a hribky mazacej vrstvy pre rézne hodnoty
preklzu a viskozity s pouzitim CFD [25].

V tejto préci autori popisuju vplyv povrchovych nerovnosti, ktoré sa vo vnutri kon-
taktu elasticky deformuji, na EHD mazany kontakt. Nerovnost je zahrnuta do mo-
delu prostrednictvom harmonickych zloziek, a systém rovnic je rieSeny viacvrstvovou
metodou. Cielom ¢lanku je popisat chovanie povrchovych nerovnosti pomocou tzv.
amplitidového utlmu harmonickych zloziek. K popisu tohto amplitidového utlmu
odvodili autori jediny bezrozmerny parameter pre priamkovy aj kruhovy kontakt,
ktory zavisi na vlnovej dlzke a prevadzkovych podmienkach, vratane pomeru pre-
klzu. Dalsie ¢lanky zaoberajuce sa s touto problematikou st napr. [47], [43], [44].

e HOOKE C. J., LI K. Y.

Rapid calculation of the pressures and clearances in rough, elastohydrodynamically
lubricated contacts under pure rolling. Part 1: low amplitude, sinusoidal roughness.
Proceedings of the I MECH E Part C Journal of Mechanical Engineering Science,
2006, vol. 220, p. 901-913. [49]

Inym pristupom pri skiimani deforméacie nerovnosti je Hookova analyza perturba-
cii, ktord umoznuje previest problém vysoko zatazovaného priamkového kontaktu
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na linearne rieSenie ustaleného stavu. V praci je sledované chovanie a zmena ne-
rovnosti za rozne prevadzkové podmienky. Na zéklade pozorovani bol definovany
bezrozmerny parameter, ktory udava pomer vstupnej oblasti EHD kontaktu a vino-
vej dIzky harmonickej povrhcovej nerovnosti. Dalsie ¢lanky autorov zaoberajice sa
s problémom st napr. [50], [48], [51].

e FELIX-QUINONEZ, A., EHRET, P., SUMMERS, J.L.

Numerical analysis of experimental observations of a single transverse ridge passing
through an elastohydrodynamic lubrication point contact under rolling/sliding con-
ditions.

Proceedings of the Institution of Mechanical Engineers Part J-Journal of Enginee-
ring Tribology, 2006, vol. 128, no. 4, p. 753-760. [53]

V tejto praci skimaju autori izotermalny, nenewtonsky model bodového EHD kon-
taktu pri uvazovani priec¢nej nerovnosti za rozne podmienky - za ¢istého valenia,
aj ¢iastocneho preklzu. Numericki analyzu porovnavali s experimentalne ziskanymi
vysledkami. Autori ¢lanku pozorovali, Ze znizenie hodnot efektivnej viskozity vyply-
vajuca z nenewtonského chovania maziva ma najvacsi vpylv na deforméaciu nerov-
nosti.

e CHAPKOV, A.D.; VENNER, C.H.; LUBRECHT, A.A.

Roughness amplitude reduction under non-Newtonian EHD lubrication conditions.
Journal of Tribology-Transactions of the ASME, 2004, vol. 218, no. J2, p. 109-123.
[56]

Numericky model popisujtci chovanie nerovnosti vo vnitri EHD mazaného kontaktu
je rozsireny o nenewtonské chovanie maziva, ktoré je zahrnuté pomocou Eyringovho
modelu. Reynoldsova rovnica je doplnena o vypocet efektivnych viskozit v mate-
matickom modelu, a je rieSend viacvrstvovou metdédou. Vysledky st porovnané s
newtonskym modelom. Autori popisuji aj bezrozmerny parameter, ktory umoznuje
skiimat amplitudovy utlm. Poukazuju na to, Ze pri nizkej hodnote tohto parametru
sa nerovnost pohybuje vo vnutri kontaktu bez zmeny, avsak pri vysokej hodnote sa
nerovnost vyrazne deformuje.
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4 ANALYZA, INTERPRETACIA A ZHODNOTE-

NIE POZNATKOV ZISKANYCH NA ZAKLADE
RESERSE

Stadium EHD mazania sa vyvija roznymi smermi. St to teoretické prace - nume-
rické simulacie, experimenty alebo kombinacia predchadzajtucich dvoch pristupov.
Numerické simulacie sa rozsirili postupne od 60-tych rokov minulého storocia a tvo-
ria dnes neoddelitelni ¢ast vyskumu v elastohydrodynamike. S rozvojom vypoctove;j
techniky je dnes moZzné modelovat velmi réznorodé problémy.

V predchéadzajucej kapitole boli popisané numerické algoritmy, ktoré sa v sticas-
nosti vyuzivaji na modelovanie problémov EHD mazania. Na zéklade ziskanych
poznatkov je mozné vyvodit nasledujtce zavery:

Az do konca 80-tych rokov boli vypocty ¢asovo a paméitovo velmi narocné.
Pouzivané metody umoznili rieSenia len pre velmi obmedzené prevadzkové
podmienky EHD kontaktov. Ich vypoctova naro¢nost bola radovo O(n?), ¢o
znamenalo, Ze pre velky pocet uzlovych bodov n v diskrétnej vypoctovej ob-
lasti nebolo mozné obdrzat riesenie.

Situécia sa zmenila s aplikdciou viacvrstvovej metody, dalsim rozvojom me-
tody a zahrnutim viactroviiovej-viacnasobnej intergracie do algoritmu [7]. Tento
pristup sa stal najrozsirenejSou metédou v oblasti EHD simulécii. Najvacsou
vyhodou met6dy je zniZenie vypoctovej naro¢nosti z O(n®) na O(n (Inn)).
Tato skutocnost umoziuje vypocet na velmi jemnej sieti.

Z numerického hladiska vypocet elastickych deformécii v rovnici (3.9) je zlo-
Zitou ulohou. Integro-diferencialny charakter tejto rovnice kladie velké naroky
na pocitacovi pamét. Diferencidlno-deformacna metoda [29], [27] pontka al-
ternativny, efektivny vypocet elastickych deformacii. Této metdéda umoznuje
aj simulécie prechodnych dejov s redlnymi nerovnostiami [28§].

Dalsim vyraznym problémom vo vypoctoch je modelovanie kontaktov s ne-
hladkymi povrchmi. Simulacie prechodovych dejov st ¢asovo velmi naroc¢né, a
preto kombinécia rychlej Fourierovej transformacie, resp. metoédy zdruzenych
gradientov sa pouziva v kombinécii s viacvrstvovou metédou na zrychlenie
vypoctov.

Komerény software CFD modeluje Navier-Stokesove rovnice namiesto klasic-
kej Reynoldsovej rovnice. CFD sa vyuziva va¢sinou pre termalny EHD kontakt
[25]. Napriek tomu, ze tato metoda ja velmi nadejna, umoziuje len modelova-
nie menej zatazovanych kontaktov.

Relativne novy algoritmus, tzv. ,full system® pristup, sa lisi od ostatnych nu-
merickych metod rieSenim rovnice elastickej deformacie. K popisu EHD modelu
sa vyuzivaju slabé formulacie MKP. Metoda podava velmi presné vysledky pre
pripady s vysokym zatazovanim, pre terméalne modely, a tiez pre rozne vlast-
nosti maziv [26].

Cielom reSerse bolo zmapovat rézne zamerania numerickych vypoctov a na zé-
klade ziskanych poznatkov urcit budice zameranie dizerta¢nej prace:

Simulacie prechodovych dejov predstavuji naroény numericky problém, avsak
vplyv povrchovych nerovnosti napr. na zivotnost stciastok nemozno zanedbat.
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Modely nehladkych povrchov je mozné rozdelit na dva typy: na redlne nerov-
nosti a na modelové nerovnosti. Vécsina teoretickych prac uvazuje vo svojich
vypoctoch modelové nerovnosti, kde tieto nerovnosti mézu byt matematicky
popisané pomocou harmonickych funkecii.

e Povrchové nerovnosti sa vo vnitri kontaktu deformuju.
e Rada autorov skiimal vplyv tychto nerovnosti na rozne prevadzkove podmi-

enky EHD mazania: [46], [49], [48|, [56], atd.

Bolo zistené, ze pri podmienkach ¢istého valenia nemé reologia maziv vyrazny
vplyv na chovanie povrchovych nerovnosti.

Pri podmienkach valenia s ¢iasto¢nym preklzom uz ale vplyv nenewtonskych
efektov vyrazny na chovanie povrchovych nerovnosti a nemoéze sa zanedbat.
Je nutné zahrnat do vypoctov nelinerane chovanie maziva [52].

Pre modelovanie nelinearneho chovania maziva sa pouZiva niekolko modelov,
medzi ktorymi tzv. Eyringov model je najrozsirenejsi (vid. napr. [56]). Podla
[49] je mozné pozorovat podstatné zmeny v chovani aj s uvazovanim modelu
medznej hodnoty $mykového napétia (tzv. ,limiting shear stress“) [52].
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5 VYMEDZENIE CIELOV DIZERTACNEJ PRACE
A NAVRH SPOSOBU JEJ RIESENIA

Cielom dizerta¢nej prace je vyvinutie algoritmu pre numerické riesenie prechodo-
vého elastohydrodynamicky mazaného kontaktu pri priechodu modelovej nerovnosti
so zohladnenim na nenewtonské tokové vlastnosti maziva. Sucastou rieSenia bude
porovnanie vysledkov simulécii s vysledkami experimentalnych merani na optickom
tribometri.

Realizacia cielov dizerta¢nej prace predpoklada splnenie nasledujicich ¢i-
astkovych cielov:

1. Vyvoj stabilného a rychleho numerického algoritmu pre zakladné problémy
EHD (stacionarné a prechodové deje).

2. Zahrnutie do algoritmu modelovej nerovnosti a nenewtonskych vlastnosti ma-
ziva.

3. Porovanie s experimentalnymi vysledkami a vyhodnotenie vysledkov.

Navrh spdsobu rieSenia dizertacnej prace

Prvotnym cielom dizerta¢nej prace je vyvoj numerického néstroja pre problémy
EHD mazania. Pre rieSenie matematického modelu bude pouzita viacvrstvova me-
toda s viacuroviiovou viacnasobnou integraciou. Vyvoj stabilného a rychleho nume-
rického algoritmu je zlozity problém, jednotlivé prvky viacvrstvovej metody sa preto
zabuduju do modelu postupne. Predpokladaji sa nasledujtce kroky pri vyvoji:

e Ako prvy krok, viacvrstvova metdda sa aplikuje na tzv. Poissonov problém.
Na tomto modelu sa bude testovat rychlost a presnost viacsietovej metody. Z
fyzikalneho hladiska Poissonov model nie je relevantny.

e Dalsim krokom bude model hydrodynamického mazania. V tomto pripade
Poissonova rovnica sa nahradi Reynoldsovou rovnicou, avsak bez uvazovania
tlakovo-viskozného chovania maziva. Dalsou vstupujicou rovnicou do modelu
bude aproximéacia hrubky maziva bez elastickych deformécii.

e Tretim krokom je rozsirenie algoritmu na model suchého kontaktu. Do tohto
modelu uz budu zahrnuté elastické deformacie telies. Viacnédsobné integracia sa
implementuje do algoritmu pre zrychlenie vypoctu integralu tychto deformacii.
Algoritmus riesi za dany odhad tlaku rovnicu hrubky. Ako kontrolné kritérium
presnosti do modelu vstupuje rovnica silovej rovnovahy.

e Zahrnutim zavislosti hustoty a viskozity na tlaku do Reynoldsovej rovnice
dostaneme stacionarny model EHD mazania. Poslednym krokom vo vyvoji
bude pridanie nestacionarneho ¢lenu do Reynoldsovej rovnice, ¢im obdrzime
Uplny numericky nastroj pre nestacionarny EHD problém.

Presnost a rychlost algoritmu sa bude kontrolovat pri kazdom kroku porovnanim
vysledkov s vysledkami inych autorov, napr. [7].

V dalsej etape rieSenia sa matematicky model a stuc¢asne numericky algoritmus

rozsiri o nenewtonsky tok maziva a o modelovii nerovnost. Simulécie budi zamerané
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na rozne prevadzkové podmienky (rézne hodnoty preklzu, vlastnosti maziv, atd.).
Nasledne, vysledky simulacii buda porovnané s experimentalnymi vysledkami.
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6 SUCASNY STAV RIESENIA DIZERTACNEJ
PRACE

Stucasny stav rieSenia dizerta¢nej prace sa nachadza v prvej faze. Cielom tejto etapy
je vyvinutie numerického algoritmu a jej testovanie. Rozhodujicimi kritériami sprév-
nosti implementéacie navrhnutého algoritmu su stabilita, presnost a rychlost konver-
gencie.

Pre rieSenie sa pouzije viacvrstvova metoéda v kombinécii s viaciroviovou vi-
acnasobnou integraciou. Vyvoj numerického néastroja bude postupny, odpovedajuci
navrhu z predchadzajucej kapitoly. V nasledujtcich dvoch podkapitolach st uvedené
doterajsie vysledky.

6.1 Poissonov model

Spravna implementacia viacvrstvovej metody bude testovana na Poissonovej rovnici,
ktord mé pre dvojrozmerny pripad nasledujici tvar

?p %

kde prava strana rovnice je
f (x,y) = —8n?sin (27x) sin (27y) . [7]

Rovnica (§6.1)) sa riesi na rovnomerne rozdelenej oblasti x € [0, 1], y € [0, 1], pocet
uzlovych bodov je n,, resp. n,, a plati, ze n, = n, = n. Velkost kroku je h = 1/n.
Platia nasledujice okrajové podmienky

px=0y)=plx=1y) =pr,y=0)=p(r,y=1)=0.

Pre diskretizaciu rovnice (6.1)) sa pouzije schéma koneénych diferencii, jej tvar a
odvodenie je mozné najst v [7.
Vyhodou tohto modelu je, ze analytické rieSenie rovnice (6.1]) je zndme:

u(x,y) = sin (2rz) sin (27y) .

To ndm umoziuje porovnéavat vysledky z vypoc¢tov s presnym rieSenim, a posudit
spravnost fungovania algoritmu.

Rovnicu je mozné riesit dvoma réznymi sposobmi: viacvrstvovym cyklusom
korekcie hrubého riesenia (coarse grid correction cycle - CCGC) a tplnou viacvrst-
vovou metodou (full multigrid - FMG). Rozdiel medzi tymito implementaciami je
podrobne vysvetleny v [7]. Prevod hodndt medzi danou jemnou a hrubou vypocto-
vou sietou je realizovany operatormi restrikcie, resp. interpolacie. V algoritmu sa
pre restrikciu pouziva tzv. full weighting - uplné vazenie hodnét v uzlovych bodoch
z jemnej na hrubu siet, a pri prevedeni hodnoét z hrubej na jemnu siet sa pouziva
bilinearna interpoléacia. RieSené rovnica na kazdej vypoctovej sieti sa riesi Gauss-
Seidelovou bodovou iteraciou. Pocet uzlovych bodov na najhrubsej sieti je n =4 a
pre zjemiiovanie sieti plati Phrubsa = Njemna/2 & Phruba = 2 * Rjemna
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’ level \ n \ 1 V-cyklus \ 2 V-cykly \ 3 V-cykly ‘
2 8 x 8 9.151-107% | 6.694-1072 | 5.355-1073
5 64 x 64 1.793-1072 | 1.366-1072 | 1.663- 1074
7 256 x 256 | 1.170-1073 | 8.640-107° | 1.083-10~°
10 | 2048 x 2048 | 1.847-107° | 1.337-107° | 1.680- 107"

Tab. 6.1 Hodnoty rezidui pre rozny pocet V-cyklov

r a rdzne vypoctové siete.

’ level ‘ n ‘ 1 V-cyklus ‘ 2 V-cykly ‘ 3 V-cykly ‘
2 8% 8 7.80-1072 | 8.07-107% | 8.04-1072
5 64 x 64 1.52-107% | 1.07-1073 | 1.03-1073
7 256 x 256 | 9.76-107° | 6.44-107° | 6.22-107°
10 | 2048 x 2048 | 1.54-107° [ 9.93-1077 | 9.59-10~"

Tab. 6.2 Hodnoty chyb odhadu aproximécie diskretizacnou schémou pre rézny pocet V-cyklov a
rozne vypoctové siete.

Vysledky - algoritmus FMG

Algoritmus bol testovany pre rozne velkosti vypoctovych sieti. TieZz sa pozoroval
vplyv poctu V-cyklov na konvergenciu. Z vysledkov je vidiet, Ze v pripade rezidui
kazdy dalsi pridany V-cyklus znizi hodnotu rezidua priblizne o 1 rad (tab. . Na
druhej strane, v pripade odhadu chyby aproximaécie diferenénou schémou (tab.
uz dalsie V-cykly neznizuju tito chybu. Z vysledkov plynie, Ze uz po pouziti jednoho
V-cyklu je odhad chyby blizko k hodnote diskretizacnej chyby (pre porovnanie vid.
Tab. (3.7.) v [7]). Tabulky a ukazuju vysledky simulécii, na zéklade
tychto hodnot a porovnani s [7] je moZzné konStatovat, Ze navrhnuty algoritmus
spliia kritéria presnosti, rychlosti aj stability.

6.2 Hydrodynamické mazanie

V tomto modelu sa Poissonova rovnica nahradi Reynoldsovou rovnicou a do algo-
ritmu eSte zahrnieme podmienku kavitacie. Riesime komplementarny problém:

0 ([, 30p 0 (,50p oh
5 <h 8;5) + o (h 3y> 12num8$ =0, (x,y) € 4 (6.2)
plz,y) 20, (z,y) €Q (6.3)

kde = a y st polarne sturadnice. Vypoctova oblast odpoveda geometrii kluzného
loziska: © € [0,27R] a y € [0, L], kde R je polomer, a L je dizka loziska. Okrajové
podmienky st nasledujice

p(x,0)=p(z,L)=p(0,y) =p(27R,y) = 0.
Pre hribku mazacieho filmu plati:
h(z)=c(l+ecos(x/R)). (6.4)

Je este potreba zadefinovat relativnu excentricitu €, ktory vyjadruje pomer excent-
ricity k radidlnej voli.
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V-cycle level 1 level 5 level 7
24 x41 384 x 64 | 1536 x 256
1 1.27-107% | 9.67-107% | 2.74-107*
3 8.15-1077 | 5.32-107* | 1.96-1072
) 4.35-1071Y 1 4.06-107° | 7.38-1073
8 5.27-1071° | 7.84-107Y | 3.40-107*
Tab. 6.3 Hodnoty rezidui: na réznych vypoctovych sietiach a pre rézny pocet V-cyklov - algoritmus
CGCC.
V-cycle level 1 level 5 level 7
24 x4 384 x 64 | 1536 x 256
1 1.27-107% | 3.17-107° | 8.06-10"°
3 815-1077 [ 1.05-10°" | 8.51-10°°
5 4.35-10719 ] 4.44-107° | 1.25-10°%
8 5.27-1071 | 3.96 .10~ | 6.93.10~1°

Tab. 6.4 Hodnoty rezidui: na réznych vypoctovych sietiach a pre rozny pocet V-cyklov - algoritmus

FMG.

Najnaro¢nejSou ulohou pri rozsireni algoritmu na hydrodynamické mazanie je
presné urcenie polohy kavitac¢nej hranice, t.j. hranica medzi €2y a {25. Tato hranica
sa musi ur¢it v priebehu vypoctu. Rychlost konvergencie rezidui v okoli kavitacne;j
hranice sa vyrazne znizi. Preto vo vybranych uzlovych bodoch blizko k tejto hranici
sa zavedie lokalna relaxécia rovnice [7].

V pripade hydrodynamického mazania simuléacie boli vykonané pre oba typy
implementacii, CGCC aj FMG. V oboch pripadoch boli hodnoty zakladnych para-
metrov tie isté. Aby vypoctova oblast bola v oboch smeroch rovnomerne rozdelena
a pre krok platilo h = h, = h,, bude pocet uzlovych bodov na najhrubsej sieti
ne =24 an, =4 f)alej, L = R a teda ich pomer sa rovha k =1, a e = 0.2.

Vysledky - algoritmus CGCC

Tabul'ka [6.3] obsahuje hodnoty rezidui pre rozne siete. V simulaciach bol pozorovany
vplyv poc¢tu V-cyklov na konvergencénu rychlost metédy. ZvysSenim pocétu V-cyklov
v algoritmu sa hodnota rezidui znizi radovo o O(10) nezéavisle na hustote vypoctovej
siete. Vyslekdy z tabulky 6.3| boli vo velmi dobrej zhode s vysledkami z ([7]).

Vysledky - algoritmus FMG

Tabulka [6.4] obsahuje vysledky simulacii s pouzitim FMG algoritmu. Hodnota rezi-
dua je na sieti 7 (tj. 1536 x 256 uzlovych bodov) uZ po jednom V-cyklu vyrazne men-
Sia, nez hodnota rezidua na tej istej sieti s CGCC algoritmom po pouziti 8 V-cyklov.
Tato skuto¢nost demonstruje silu FMG algoritmu, uz po pouziti jednoho V-cyklu
je mozné obdrzat dostatocne presné vysledky. Tieto vysledky boli tiez porovnané s
vysledkami z [7]. Na zaklade porovnani je mozné konstatovat, ze algoritmus FMG
funguje velmi dobre.
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7 ZAVER

Pojednanie ku statnej doktorskej skuske vymedzuje téma dizertacnej prace, ktorou
st numerické simulacie EHD mazanych kontaktov. Numerické simulécie slizia na
pochopenie dejov prebiehajucich v tychto kontaktoch, ich cielom je aj porovnanie s
experimentalnymi vysledkami.

Pojednanie obsahuje popis matematického modelu EHD mazania a prehl'ad sucas-
ného stavu. ReSers sa zameruje predovSetkym na numerické metody a simulacie v
oblasti EHD. Tieto pokrocilé numerické techniky umoziuji v stcastnosti simulaciu
najroznejsich parametrov a dejov. Najdolezitejsimi vlastnostmi numerickych metod
je ich presnost, stabilita a rychlost konvergencie. Z analyzy predchadzajacich prac
roznych autorov vyplyva, Ze rozsah teoretickych studii je velmi Siroky. V sucasnej
dobe, medzi sledované oblasti patria napr. nehladké povrchy, termalne javy alebo
reologia magziv.

Pojednanie pokracuje s analyzou a zhodnotenim poznatkov ziskanych z reSerse,
na zaklade ¢oho je urcené budiice zameranie dizertacnej prace, a to simulacie mode-
lovej povrchovej nerovnosti so zohladnenim na nenewtonské tokové vlastnosti ma-
ziva. Pojednanie dalej obsahuje popis cielov dizertacnej prace a navrh spoésobu jej
rieSenia, a kon¢i zhrnutim stuc¢asneho stavu rieSenia préce.

Hlavnym cielom dizertacnej prace bude vyvoj stabilného a rychleho numeric-
kého algoritmu, pomocou ktorého bude mozné modelovat problémy EHD mazania.
Druhym hlavnym cielom bude rozgirit tento algoritmus a zahrniat do neho modelové
nerovnosti a nenewtonsky model maziva, a nasledne porovnat takto ziskané vysledky
s expermintalnymi vysledkami.

V ramci riesenia dizertac¢nej prace uz boli splnené niektoré ¢iastkové ciele a pred-
pokladé sa dalsi postup v jej rieSeni.
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CFD
CGCC

DDM

EHD

FFT

FMG

G-S
MG

MKP
MLMI

computational fluid dynamics

viacvrstvovy cyklus korekcie hrubého riesenia

(coarse grid correction cycle)
diferen¢no-deformacné metoda
(differential deflection method)
elastohydrodynamicky

Rychla Fourierova transformacia
tplna viacvrstvova metoda

(full multigrid)

Gauss-Seidelova iteracné metoda
viacvrstvova metdda

multigrid

metoda kone¢nych prvkov
viaciroviiova viacnasobna integracia
(multi-level multi-integration)
Newton-Raphsonova metoda
Navier-Stokesove rovnice
polomer Hertzovho kontaktu
redukovany modul pruznosti
ekvivalentny modul pruznosti
prava strana rovnice
bezrozmerny parameter materialu
hribka mazacieho filmu
priblizenie kontaktnych telies
velkost kroku siete

velkost kroku siete v smeru x

velkost kroku siete v smeru y
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H bezrozmerna hribka mazacieho filmu
k pomer dlzky loziska k polomeru loziska
L Moesov bezrozmerny parameter zatazenia

dlZka loZiska

o~

M Moesov bezrozmerny parameter materialu
n pocet uzlovych bodov

Ny pocet uzlovych bodov v smeru x

Ny pocet uzlovych bodov v smeru y

@) vypoctova naroc¢nost

P tlak

bezrozmerny tlak

Dh Hertzov maximélny tlak
R polomer
R, redukovany polomer krivosti
R, redukovany polomer krivosti
t cas
T bezrozmerny cas
U stredna rychlost
U bezrozmerny parameter rychlosti
w sila
bezrozmerny parameter zatazenia
x priestorova stradnica
T priestorova stradnica
X bezrozmerné priestorové siradnica
Yy priestorova stradnica
y priestorova stradnica
Y bezrozmerna priestorova siradnica
Q@ tlakovo-viskozny parameter
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€ relativna excentricita

n dynamicka viskozita maziva

n bezrozmerna viskozita maziva

p hustota maziva

P0 hustota pri atmosférickom tlaku
P bezrozmerna hustota maziva

Q oblast rieSenia

O oblast riesenia

Qs oblast riesenia
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PRILOHY

A BEZROZMERNE ROVNICE

Reynoldsova rovnica

o (,0P\ . 0 (,0P\ d(pH)  9(pH) _
X (%x) "oy (%y) X or (A1)
ke pH? 12 R?
P hy UmTo
= — A=—7""2 A2
3 0 P (A.2)
Zavislost hustoty od zmeny tlaku
_ 5.9-10° + 1.34p, P
P~ 759105 + pu P (A-3)
Zavislost viskozity od zmeny tlaku
7 =exp (aP), (A.4)
Rovnica hribky mazacieho filmu
P(X"Y")dX'dY'
H(X,Y) = Hy+ — / / (A.5)
 J(X = X+ (Y —Y7)?
Rovnica silovej rovnovahy
!/ ! ! 27T
/ / (X' Y')dx'dy’ = 5 (A.6)
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